7)Схема испытаний Бернулли.
n испытаний называются системой испытаний Бернулли, если испытания независимы, в каждом из них происходит событие 
[image: image1.wmf]A

, либо 
[image: image2.wmf]A

 с вероятностью наступления P(A) = p;   
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Найдем вероятность того, что в результате проведенных n испытаний событие А произошло m раз:
[image: image4.wmf](
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Рассмотрим композицию n независимых испытаний и построим композиционное пространство элементарных событий.

Общий вид элемента этого пространства следующий:   
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	где
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При этом вероятность наступления такого события равна: 
[image: image7.wmf]p
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(умножение при независимых событиях)
[image: image8.wmf]
Найдем вероятность наступления любого элементарного события из композиционного пространства: 
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Рассмотрим в композиционном вероятностном пространстве событие: в n испытаниях событие A произошло m раз.

Событие A состоит из 
[image: image10.wmf]C

n

m

 - общее кол-во элементарных событий, в которое входит событие А. А произошло m раз, 
[image: image11.wmf]A

 - n-m раз. Вероятность каждого из этих элементарных событий одинакова и равна:
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Следовательно, на основании III аксиомы теории вероятности результат равняется:  
[image: image13.wmf](
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  (сложение вероятностей)  
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9)Дискретные случайные величины.
Случайная величина называется дискретной, если в результате испытания она может принять значение из конечного либо счетного множества возможных числовых значений.

Случайные величины в дальнейшем будем обозначать большими буквами: X, Y, Z

Вероятностное пространство дискретной случайной величины задается в виде:
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Пример:

Испытание - композиция n-независимых испытаний, в каждом из которых происходит событие A с вероятностью p, либо 
[image: image16.wmf]A

 с вероятностью 1-p.

Вероятностное пространство


[image: image17.wmf]{

}

{

}

(

)

A

A

A

P

A

A

A

P

A

C

p

q

n

n

j

n

m

m

n

m

j

n

a

a

a

a

a

a

a

1

2

1

2

1

,

,

.

.

.

,

,

,

.

.

.

,

=

=

×

×

-

=

Õ


В этом примере -алгеброй является множество всех подмножеств пространства элементарных событий. Введенную нами случайную величину x по определению можно задать:
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- верхняя строчка - это совокупность возможных числовых значений, которые может принимать случайная величина;

- нижняя строчка - вероятность наступления этих числовых значений.

Практически во всех задачах естествознания отсутствует промежуточный этап: испытание,  - пространство всех возможных исходов испытания, 
[image: image19.wmf](
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- числовая скалярная функция, элементы которой (. На самом деле структура: - испытание; - исход испытания; - число на числовой оси.

Производная функция
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Характеристической функцией случайной величины X называется функция действительного аргумента вида 
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Производящей функцией называется скалярная функция вида:


[image: image22.wmf](
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Свойства производящей функции

1. 
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2.
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3. Разложение производящей функции в ряд Маклорена имеет вид
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Формула Тейлора имеет вид
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при to=0 она носит название формулы Маклорена


[image: image27.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

F

t

F

e

p

p

F

t

F

t

F

t

t

t

n

t

x

t

i

t

i

s

i

i

s

t

t

n

n

i

0

0

1

1

0

0

1

0

0

2

1

2

0

1

1

1

2

2

1

=

=

×

=

=

=

=

=

+

+

+

+

×

+

×

=

=

=

=

=

å

å

'

"

!

!

.

.

.

!

.

.

.

n

n

n

n

n


Пример:

Рассмотрим случайную величину, распределенную по биноминальному закону распределения:
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Найдем производящую функцию:
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Найти DX и MX


[image: image30.wmf](
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11) Математическое ожидание

 Математическим ожиданием случайной величины X называется число вида


[image: image31.wmf]MX
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xi - все возможные различные конкретные исходы испытания;

pi - вероятности их наступления.

Математическое ожидание является как бы аналогом центра масс точечной механической системы:
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Как центр масс:
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Смысл характеристики мат.ожидания заключается в следующем: это точка на числовой оси, относительно которой группируются результаты конкретных испытаний над дискретной случайной величиной.

Свойства математического ожидания

1. MC=C


[image: image34.wmf]X
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2. MCX=CMX

Построим таблицу для случайной величины CX:


[image: image35.wmf]CX
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по определению математического ожидания:


[image: image36.wmf]MCX
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3. M(X+a)=MX+a, a=const

Построим таблицу для случайной величины x+a


[image: image37.wmf](
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Доказать следствие

4. M(aX+b)=aMX+b, где a, b - константы


[image: image38.wmf](
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Пусть случайная величина Y является функцией f(x) от случайной величины X. Построим вероятностное пространство случайной величины Y.


[image: image39.wmf](
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Верхняя строчка является пространством элементарных событий для случайной величины Y. В противном случае верхняя строчка является пространством элементарных событий для величины Y.

Все одинаковые числа в верхней строчке заменяется одним, вероятность наступления которого равна сумме соответствующих вероятностей.

Следствие.

Математическое ожидание случайной величины Y равняется:
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12) Дисперсия случайной величины
Дисперсией случайной величины X, называется центральный момент второго порядка случайной величины X.


[image: image41.wmf](
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Дисперсия является мерой концентрации результатов конкретных испытаний над случайной величиной X.

Свойства.

1. Чем меньше дисперсия, тем более тесно группируются результаты конкретных испытаний относительно математического ожидания.

Пусть дисперсия мала, тогда мало каждое слагаемое суммы (xi-)2pi. Тогда для , xi которое по модулю резко отличается от математического ожидания , pi - мало. Следовательно, большую вероятность наступления могут иметь лишь те xi, которые по модулю мало отличаются от математического ожидания.

2. Если дисперсия равна 0, то X - const.
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3.

D(X+C)=DX

Y=X+C

Y’=Y-MY=X+C-M(X+C)=X+C-MX-C=X-MX=X’

DY=M(Y’)2=M(X’)2=DX

4.

DCX=C2DX

Y=CX

DY= M(Y’)2=M(Y’)2
Y’=Y-MY=CX-MCX=CX-MCX=C(X-MX)=CX’

DY= M(Y’)2=M(CX’)2=C2M(X’)2=C2DX

5. 
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Построим функцию распределения для дискретной случайной величины. Для удобства договоримся, что случайные величины располагаются в порядке возрастания.
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т.е. по определению для любого действительного X, F(x) численно равно вероятности наступления следующего события: в результате испытаний над X оно приняло значение строго меньше x.
13) Биномиальное распределение
 Биномиальное распределение, распределение вероятностей числа появлений некоторого события при повторных независимых испытаниях. Если при каждом испытании вероятность появления события равна р, причём 0 £ p £ 1, то число m появлений этого события при n независимых испытаниях есть случайная величина, принимающая значения m = 1, 2,.., n с вероятностями

[image: image45.png]B(m) = Clp™g™™



 где q = 1 - p, a [image: image46.png]


- биномиальные коэффициенты (отсюда название Б. р.). Приведённая формула иногда называется формулой Бернулли. Математическое ожидание и дисперсия величины m, имеющей Б. р., равны М (m) = np и D (m) = npq, соответственно. При больших n, в силу Лапласа теоремы, Б. р. близко к нормальному распределению, чем и пользуются на практике. При небольших n приходится пользоваться таблицами Б. р.

14) Геометрическое распределение
Определение. Дискретная случайная величина X имеет геометрическое распределение, если она принимает значения 1, 2, ..., m, ... (бесконечное, но счётное множество значений) с вероятностями 

P(X=m)=pqm-1
где 0<p<1, q=1-p, m=1, 2, ...

Ряд геометрического распределения имеет вид:

	xi
	1
	2
	3
	...
	m
	...

	pi
	p
	pq
	pq2
	...
	pqm-1
	...


Очевидно, что вероятности pi образуют геометрическую прогрессию с первым членом  p и знаменателем q (отсюда и название "геометрическое распределение").Определение геометрического распределения корректно, так как сумма ряда

[image: image47.png]To= ot pat tpd e = gt b g )= p
= 1-¢g p




(так как [image: image48.png]


есть сумма геометрического ряда [image: image49.png]


при [image: image50.png]o<1



).Случайная величина X=m, имеющая геометрическое распределение, представляет собой число m испытаний, проведённых по схеме Бернулли, с вероятностью p наступления события в каждом испытании до первого положительного исхода.

Теорема. Математическое ожидание случайной величины X, имеющей геометрическое распределение с параметром p, [image: image51.png]=1
»



, а её дисперсия [image: image52.png])=
()Pz



, где q=1-p.

Пример. Вероятность поражения цели равна 0,6. Производится стрельба по мишени до первого попадания (число патронов не ограничено). Требуется составить ряд распределения числа сделанных выстрелов, найти математическое ожидание и дисперсию этой случайной величины. Определить вероятность того, что для поражения цели потребуется не более трёх патронов.Решение.  Случайная величина X - число сделанных выстрелов - имеет геометрическое распределение с параметром p=0,6. Ряд распределения X имеет вид:

	xi
	1
	2
	3
	...
	m
	...

	pi
	0,6
	0,24
	0,096
	...
	0,6·0,4m
	...


По формулам [image: image53.png]Mx)=





Вероятность того, что для поражения цели потребуется не более трёх патронов равна P(X≤3)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=0,6+0,24+0,096=0,936.
15) Распределения Пуассона
Определение. Дискретная случайная величина X имеет закон распределения Пуассона, если она принимает значения 0, 1, 2, ..., m, ... (бесконечное, но счётное множество значений) с вероятностями 

[image: image54.png]


 
где  m=0, 1, 2, ...

Ряд распределения  закона Пуассона имеет вид:

	xi
	0
	1
	2
	...
	m
	...

	pi
	[image: image55.png]



	[image: image56.png]



	[image: image57.png]A

21




	...
	[image: image58.png]At

)




	...


Очевидно, что определение закона Пуассона корректно, так как основное свойство ряда распределения [image: image59.png]


выполнено, ибо сумма ряда

[image: image60.png]Sp=d’

=

+iet+

A%





(учтено, что в скобках записано разложение в ряд функции [image: image61.png]


при[image: image62.png]


).
Теорема. Математическое ожидание и дисперсия случайной величины X, распределённой по  закону Пуассона, совпадают и равны значению параметра [image: image63.png]


этого закона, т. е.

[image: image64.png]



При условии [image: image65.png]


закон распределения Пуассона является предельным случаем биномиального закона. Так как при этом вероятность p события A в каждом испытании мала, то закон распределения Пуассона называют часто законом редких явлений. 

Наряду с "предельным" случаем биномиального распределения закон Пуассона может возникнуть и в ряде других случаев. Так для простейшего потока событий число событий, попадающих на произвольный отрезок времени, есть случайная величина, имеющая пуассоновское распределение. Также по закону Пуассона распределены, например, число рождения четверней, число сбоев на автоматической линии, число отказов сложной системы в "нормальном режиме", число "требований на обслуживание", поступивших в единицу времени в системах массового обслуживания, и др. 

Замечание. Если случайная величина представляет собой сумму двух независимых случайных величин, распределённых по закону Пуассона, то она также распределена по закону Пуассона.

Найдем производящую функцию распределения Пуассона
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16) Функция распределения для дискретной случайной величины.

 Построим функцию распределения для дискретной случайной величины. Для удобства договоримся, что случайные величины располагаются в порядке возрастания.
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Дискретная случайная величина [image: image68.png]X, <xp <okxy <o



с вероятностями [image: image69.png]7n<p <.<p<



может быть задана распределением - таблицей вида 

 

	[image: image70.png]



	[image: image71.png]



	[image: image72.png]



	...
	[image: image73.png]



	...

	[image: image74.png]



	[image: image75.png]



	[image: image76.png]



	...
	[image: image77.png]



	...


 

Функция распределения случайной величины, имеющей приведенное выше распределение, имеет вид

[image: image78.png]o, npu x < xy,
npu x, $x<x,,
npux, $x<xy,
Foy = pu X, < 3

ot By mpux, $x <x,,

npux 2 x,




т.е. по определению для любого действительного X, F(x) численно равно вероятности наступления следующего события: в результате испытаний над X оно приняло значение строго меньше x.


[image: image79.wmf]                               1      

F(x)

                                       P1+P2+P3

                                       P1+P2

                                       P2

 x1       x2       x3                  x4                        x5


Математическое ожидание случайной величины Y равняется:
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Дисперсией случайной величины X, называется центральный момент второго порядка случайной величины X.
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17) Распределение дискретного случайного вектора

    Если (x,h) — дискретный случайный вектор, то совместным распределением случайных величин x и h чаще всего называют таблицу вида

	 
	y1
	y2
	...
	ym

	x1
	p11
	p12
	...
	p1m

	x2
	p21
	p22
	...
	p2m

	...
	...
	...
	pij
	...

	xn
	pn1
	pn2
	...
	pnm


где [image: image82.png]Py :P(e‘:a,n:yj)



и [image: image83.png]


.

По этой таблице можно найти распределение каждой из случайных величин x и h по формулам: 

Случайные величины называются независимыми, если для любых [image: image84.png]2
5, %, R



справедливо [image: image85.png]Foy (5, 5) = Fy() Fy(53)



.

19) Непрерывные случайные величины.

Будем рассматривать пространство элементарных событий как совокупность всех точек числовой оси. В этом случае введенная ранее функция распределения имеет вид: 
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Пусть функция распределения является непрерывной. Найдем вероятность того, что в результате испытаний случайная величина X примет значение a, где a - произвольное действительное число.

P(X=a).

Рассмотрим неравенство: 
[image: image87.wmf]x

a

x

a

n

n

£

=

<

+

®

¥

lim

(

)

1


Следовательно:
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Мы впервые столкнулись с ситуацией, когда событие принципиально может произойти в результате испытания, но имеет вероятность равную 0 . В инженерном толковании это означает: в данной конечной серии испытаний данное событие никогда не произойдет.

Случайная величина X называется непрерывной, если ее пространством элементарных событий является вся числовая ось (либо отрезок (отрезки) числовой оси), а вероятность наступления любого элементарного события равна нулю.

P(a(X<b)=P(a(X(b)=F(b)-F(a)

Если от сложного события вычесть конечное либо счетное множество, вероятность наступления нового события останется неизменной.

Функция f(x) - числовая скалярная функция действительного аргумента x называется плотностью вероятности, и существует в точке x, если в этой точке существует предел:
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Свойства плотности вероятности.

1. Плотность вероятности является неотрицательной функцией.

2. 
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3. 
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4. 
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Следствие: Если пространством элементарных событий является отрезок числовой оси, то пространство элементарных событий формально можно распространить на всю числовую ось, положив вне отрезка значение плотности вероятности равное 0.

20) *Математическое ожидание
Среднее значение (математическое ожидание, первый начальный момент) непрерывной СВ вычисляется по формуле

 

                                                     [image: image96.png]#=Mx)= T xw(x)dx



.                                              
 

Здесь символ [image: image97.png]


 обозначает операцию усреднения. w(x) плотность. //m=/xdF(x) , F(x)- ф-я распределения.
21) *Дисперсия или второй центральный момент имеет  вид

 

                                          [image: image98.png]== | G gy wix)ax



.                                     
 

При этом величина 

                                                                [image: image99.png]


                                                            

 

носит специальное название – среднеквадратическое (стандартное) отклонение случайной величины от среднего значения. Для дисперсии случайной величины легко доказывается важная в дальнейшем формула [1]
 

                                           [image: image100.png]o = M[(x- )" = M[x*]- M*[x]



.                                      
 

22) Равномерное распределение 
Непрерывная случайная величина имеет равномерное распределение на отрезке [а,b], если на этом отрезке плотность распределения случайной величины постоянна, а вне его - равна нулю. Так как площадь, ограниченная кривой распределения, равна единице то плотность равномерного распре деления на интервале (а, b), как высота прямоугольника с основанием (b - а), равна 

[image: image101.png]


  
И, следовательно, плотность распределения f(x) имеет вид: 0 при x < a 

[image: image102.png]165



при a < x <B 

0 при x > b 

Функция распределения F(x) для равномерного распределения: 

0 при x < a 

[image: image103.png]F (x) =

e‘ ‘



при a < x <B 

0 при x > b 

Математическое ожидание 

[image: image104.png]


 
Дисперсия 

[image: image105.png]ps=0-9)



 
Средне-квадратической отклонение 

[image: image106.png]


 
График плотности f(x) для равномерного распределения изображен на рисунке. 

[image: image107.png]TpadHk roTHOCTH f(X) A7 PABHOMEPHOTO PaCTIPEIETEHHS



 
23) Показательное распределение 
Положительная случайная величина [image: image108.png]


имеет показательное распределение с параметром [image: image109.png]


, если ее плотность задается формулой: 

[image: image110.png]


.  
Для функции показательного распределения справедливо следующее соотношение: 

[image: image111.png]P(X<x)=F(x,ﬁ={OlieXp(iﬂx)' Xig



.  
Математическое ожидание и дисперсия [image: image112.png]


соответственно равны: 

[image: image113.png]Mx]

ox]-



.   
Случайную величину [image: image114.png]


можно интерпретировать как распределение длины интервала между появлениями последовательных событий в модели, которая была рассмотрена при описании интерпретации распределения Пуассона. 

24) Распределение Гаусса - нормальное

Случайная величина имеет нормальное распределение (распределение Гаусса) и называется нормально распределенной, если ее плотность вероятности
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Из определения


[image: image116.wmf](
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функция распределения
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26) Гамма-распределение
Случайная величина [image: image118.png]


имеет гамма-распределение [image: image119.png]


с параметрами [image: image120.png]


, если она имеет плотность распределения 

[image: image121.png]


  
где постоянная [image: image122.png]


вычисляется из условия [image: image123.png]T fe(z)dz :a}nz*f‘eﬂzn =1
£ °



, то есть [image: image124.png]


.   
Здесь [image: image125.png]T(\) = :fz**‘e*z'u =(A-1r(A-1)



 —  гамма-функция Эйлера; при [image: image126.png]


целых [image: image127.png]k—1)!



и [image: image128.png]


.   
Распределение хи-квадрат

Распределение хи-квадрат определяется следующим образом: 

f(x) = {1/[2n/2* G(n/2)]} * [x(n/2)-1 * e-x/2],

n = 1, 2, ...,

x > 0,

где

	n - число степеней свободы
	

	e - число Эйлера (2.71...)
	

	G (гамма) - гамма-функция
	


27) Двумерное нормальное распределение

Две переменные имеют двумерное нормальное распределение, если для каждого фиксированного значения одной переменной соответствующие значения другой переменной нормально распределены. Функция двумерного нормального распределения для пары переменных (X и Y) определяется следующим образом: 

f(x) = {1/[2ps1 s2*(1-r)1/2]} * e^{-1/2(1-r2)*[(x-m1)/s1]2 -

2r[(x-m1 )/s1 ]*[(y-m2 )/s2] + [(y-m2)/s2]2 }

-Ґ<x<Ґ, -Ґ<y<Ґ,-Ґ<m1<Ґ, -Ґ<m2<Ґ, s1>0, s2>0 и -1<r<1,

где

	m1, m2
	- соответствующие средние случайных величин X и Y 

	s1, s2
	- соответствующие стандартные отклонения случайных величин X и Y 

	r
	- коэффициент корреляции X и Y 

	e
	- число Эйлера e (2.71...)

	p
	- число пи (3.14...) 


34) Коэффициентом корреляции случайных величин X и Y - это число
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Следствие:

Если X и Y независимы, то коэффициент ковариации равен 0, то


[image: image130.wmf](
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Свойства коэффициента корреляции

1. 
[image: image131.wmf]-
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По определению
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т.к. 
[image: image133.wmf](
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 всегда неотрицательна, то
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2. Если  
[image: image135.wmf]r

xy

=

1

, то с вероятность 1 X и Y связаны линейно.
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Рассмотрим X*-Y*, отсюда M(X*-Y*)=0.
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Если X и Y дискретные случайные величины, и дисперсия равна 0, то их сумма (разность) является постоянной


[image: image138.wmf](
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Пусть X и Y непрерывные случайные величины, то в соответствии с неравенством Чебышева
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Это неравенство и обозначает, что с вероятностью 1
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  откуда y=ax+b, где 
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  Если коэффициент корреляции 
[image: image144.wmf]r
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, то результаты опыта лежат на прямой

В общем случае Y можно представить в виде
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Коэффициент корреляции является мерой близости линейной связи между случайными величинами X и Y: чем ближе коэффициент корреляции по модулю к 1, тем более тесно результаты конкретного испытания над X и Y соотносятся с прямой ax+b.

35) Характеристической функцией действительной случайной величины X называется функция


[image: image146.wmf]y

x

iXt

Me

=


Свойства характеристической функции

1. Для дискретного случая
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2. Для непрерывного случая

Будем считать, что плотность вероятности f(x) существует, тогда
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3. 
[image: image149.wmf](
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Это свойство гарантирует, что характеристическая функция всегда существует
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4. Пусть случайная величина 

y=ax+b
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5. Характеристическая функция суммы независимых случайных величин равна произведению характеристических функций.

Пусть 
[image: image153.wmf]Y
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хi - независимы

Тогда
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Отсюда
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6. Если у случайной величины Х конечен начальный момент n-го порядка, то

а) для 
[image: image156.wmf](
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 - существуют к-е производные и при этом
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б) имеет место разложение
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38) Теорема Бернулли.

Рассмотрим систему независимых испытаний Бернулли.
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Система испытаний неограниченна. С каждым i-видом испытаний свяжем дискретную величину Xi
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Хi принимают значения 1, если в i-том испытании произошло событие А и 0 - в противном случае
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Рассмотрим случайную величину
[image: image162.wmf]S
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 - число появлений события А в n испытаниях
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Рассмотрим случайную величину  
[image: image164.wmf]S
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Это частость наступления события А в n испытаниях
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Используем неравенство Чебышева
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где ( - произвольное неотрицательное число

Рассмотрим 
[image: image167.wmf]lim
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Получена теорема Бернулли.

Частость наступления произвольного события при числе испытаний стремящемся к бесконечности по вероятности сходится к теоретической вероятности наступления события.

Обоснование того, что 
[image: image168.wmf]S

n

n

 - частость наступления события A заключается в следующем: с тоски зрения ранее приведенного определения, независимым испытаниям эквивалентны две схемы:

· проведение n раз одного и того же испытания

· проведение n независимых испытаний над n копиями одного и того же.

Аналогия: 100 раз монету подбрасывает 1 человек или 100 человек подбрасывают по одной монете.
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